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Wstep

Grafika komputerowa wykorzystywana w programach CAD jest
oparta na geometrii analitycznej i rézniczkowej a wszystkie operacje
1 przeksztalcenia figur geometrycznych potrzebne do ich wyéwietlania
1 manipulowania w przestrzeni odbywaja sie w sferze obliczen anali-
tycznych.

W geometrii analityczne) punkty przestrzeni Euklidesowej repre-
zentowane sa trojka liczb rzeczywistych (x,y,z), stanowigcych ich
wspoélrzedne kartezjanskie w pewnym arbitralnie obranym ukladzie
odniesienia. Dowolng krzywa mozna przedstawi¢ parametryczniel,
tréjka funkeji x(t), y(t), z(t) zaleznych od parametru t przyjmujacego
warto$ci z zamknietego przedzialu a <t < b. Funkcje te dla ustalo-
nego t reprezentuja jeden punkt krzywej.

Analogicznie parametryczna reprezentacja powierzchni dana jest
tréjka funkeji x(u, v), y(u, v) 1 z(u, v) zaleznych od dwéch parametréw
u oraz v. Powierzchnie mozna traktowad, jako ciaglte zbiory krzywych2,
bo dla ustalonego jednego parametru tréjka tych funkecji opisuje
krzywa sparametryzowana przez drugi parametr np. dla v = const
krzywe parametryzuje u lub odwrotnie. Fragment powierzchni wy-
dzielony przez polozonym na niej tancuchem krzywych (zwanych kra-
wedziami) nazywa sig ptatem (licem). Bryla jest zbiorem ptatow pola-
czonych wzdtuz krawedzi, ktére wydziela z przestrzeni jaki$ obszar
przestrzenny (3D) a kazda krawedz nalezy do dwéch lic.

W geometrii planarnej (2D) tréjki funkeji reprezentujace punkty
redukujq sie do par funkeji a wérdd figur geometrycznych wystepuja,
jedynie krzywe (inaczej linie) oraz figury plaskie.

Jak wynika z powyzszego, krzywe maja istotne znaczenie przy mo-
delowaniu figur geometrycznych. W geometrii zdefiniowano dziesiatki
krzywych [3] opisanych analitycznie, ale uwzglednienie ich wszyst-
kich przez oprogramowanie CAD jest niemozliwe, bo ich liczba jest
niezliczona. Podobnie niezliczona jest liczba krzywych opisujacych
rzeczywiste obiekty. Takie krzywe na ogét trzeba aproksymowac krzy-
wymil wyznaczonymi przez szereg punktow zwanych weztami.

1 Przedstawienie parametryczne nie jest jedynym sposobem na reprezentowa-
nie krzywych i powierzchni, ale w grafice komputerowej jest najwygodniejsze.
2 Na przyktad powierzchnia walcowa (cylindryczna) jest zbiorem wszystkich
prostych réwnoleglych do pewnej prostej zwanej fworzqcq przecinajacych
pewna krzywa zwana kierownicaq.
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Wobec powyzszego zaistniala potrzeba stworzenia uniwersalnego
sposobu reprezentacji dowolnych krzywych wygodnego do implemen-
tacji komputerowe] oraz pozwalajacego na intuicyjne operowanie
krzywa przez uzytkowania oprogramowania. Problem ten rozwigzali
niezaleznie od siebie francuscy inzynierowie Pierre Bézier (Renault)
oraz Paul de Casteljau (Citroén). Opracowane przez nich krzywe zo-
staly nazwane od nazwiska pierwszego krzywymi Béziera a nazwi-
skiem drugiego nazwano algorytm stuzacego do ich rysowania.
Krzywe te staly sie z podstawg do stworzenia bardziej uniwersalnych
krzywych zwanych krzywymi B-sklejanymi wykorzystywanymi do re-
prezentowania dowolnych krzywych w systemach graficznych w tym
1 ksztattéow czcionek (np. fontéw TrueType).

W systemach CAD reprezentacja krzywych ma charakter mie-
szany. Dla krzywych podstawowych takich jak prosta, okrag, elipsa
stosuje sie parametryzacje standardowa wynikajaca z definicji danej
krzywej, natomiast wszystkie pozostate sa opisywane krzywymi B-
sklejanym, ktore definiowane sa stosunkowo niewielkim zbiorem
punktéw. Dlatego zaréwno programista jak 1 uzytkownik systemu
CAD ma zwykle do dyspozycji repertuar krzywych ograniczony do od-
cinka (prostej), okregu (fuku), elipsy (fuku eliptycznego) oraz krzywe;j
B-sklejanej zwanej popularnie splajnem.



Interpolacja krzywymi B-sklejanymi

W systemach CAD do interpolacji krzywej k zadanej szeregiem
N punktéw weztowych A; € k, gdzie i € [0,N — 1] stosuje sie tzw.
krzywe B-sklejane (b-spline) zwane zwyczajowo splajnami. Krzywa B-
sklejana jest lancuchem polaczonych ze sobg krzywych Béziera tak do-
branych by przechodzily gtadko przez zadany ciag punktéw A; zwany
w systemach CAD punktami edycji (Solid Edge) lub dopasowania (Au-
toCAD).

Krzywe Béziera
Krzywe Béziera stopnia n sa zdefiniowane zbiorem punktow:
P; = (x;,¥;), gdzie i € [0,n]

zwanych punktami kontrolnymi lub Béziera. Sa to krzywe wielomia-
nowe a ich stopien n jest o jeden mniejszy o liczby punktéw wynosza-
cych n+ 1. Punkt P, pokrywa sie z pierwszym punktem krzywej
Béziera za$ P, z ostatnim. Parametryczne rownanie krzywej Béziera
ma postac:

p(O) = ) PBI(Y). M
i=0

B'(t) jest bazowym wielomianem Bernsteina, a t jest parametrem
o wartosciach t € [0,1]. Dalsze rozwazania dotycza przypadku pla-
skiego p(t) = [x,(t),y,(t)], ale z latwoscia mozna je rozszerzy¢ na
krzywe przestrzenne po dotaczeniu wspélrzednej zp(t).

Zgodnie z tym, co podano wczeéniej p(0) = Py, p(1) = P,, a ponadto
odcinek PyP, jest styczny do krzywej w punkcie P, natomiast odcinek
P,_.P, jest styczny do niej w punkcie P,. Pozostale punkty, stano-
wigce wraz z pierwszym 1 ostatnim tzw. famanq kontrolng (lub la-
manq Béziera), okre§laja ksztatt krzywej, ale do niej nie naleza.

Gdyby potraktowaé wzoér na p(t), jako rownanie trajektorii punktu,
w ktorym parametr t reprezentuje czas, to w punkcie P, wektor pred-
koéci dany byltby wzorem v, = (P; — Py)n a w punkcie P,, wzorem v,, =
(P, — P,,_y)n. Z tego wynika, ze krancowe odcinki tamanej kontrolnej
reprezentowaty by wektory predkosci w skali 1:n.



Krzywe Béziera zwykle 2 lub 3

stopnia sa stosowane szeroko w P‘_v- o
programach do projektowania in- ‘ ST,
zynierskiego CAD, tworzenia gra-

fiki wektorowej (Corel Draw, In-
kscape), do reprezentowania
ksztattow znakéw w fontach kom-
puterowych (TrueType), w syste- P
mach  przetwarzania  grafiki
(PostScript) oraz w grafice wekto-
rowej (np. format SVG).

Ps
Rys.1. Krzywa Béziera stopnia 3

Bazowe wielomiany Bernsteina

Bazowe wielomiany Bernsteina stopnia n, zwane w grafice kompute-
rowej wielomianami Bernsteina, zdefiniowane sg nastepujaco

(rll) t'{(1—t)"*" dlai€[0,n]At€[0,1]

B'(t) := { , (2)
0 dlai g [0,n] V¢ ¢[01]

Gorne wyrazenie w tym wzorze zawlera dwumian Newtona, co wprost
prowadzi do wzoru (3) tzw. rozkladu jedynki. Wielomiany te maja na-
stepujace wlasnosci:

n

Z B't) =1 3)

i=0

BI(t) = (1 = )BFH(t) + tBI (t) (4)
B'(t) =0 6))
B'(t) = (1-t)B,_; (6)

Wzér (4) okresla rekurencyjny sposdb wyznaczania wielomiandéw
a wzor (6) mowi o ich symetrii, co jest skutkiem obecno$ci symbolu
Newtona we wzorze (2). Wzory (3) oraz (5) sa warunkami koniecznymi
1 dostatecznymi dla wtasnosci otoczki wypuktej krzywych Béziera. Po-
nadto dzieki wtasnoéci rozkladu jedynki (3) przebieg krzywych Béziera
dla zadanego zestawu wielomianow Bernsteina nie zalezy od wyboru
uktadu wspétrzednych, w ktorym przedstawione sa punkty kontrolne.
Wielomiany Bernsteina sa liniowo niezalezne. Dla ustalonej wartosci
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n w rodzinie jest n + 1 wielomiandéw, co stanowi baze przestrzeni wie-
lomianéw stopnia nie wiekszego niz n. Wielomiany te zostaty wprowa-
dzone w 1912 roku przez Siergieja Bernsteina w dowodzie twierdzenia
Weierstrassa o przyblizeniu funkcji ciagtych. Jako przyklad, nizej po-
kazane sa rodziny wielomianéw Bernsteina stopnia n = 2 oraz n = 3.

-

n=2 1 4
Bi(t)=(1-t)?=t>-2t+1 " 2
Bi(t) =2t(1—t) = —2t*+ 2t 1
B3(t) = t?

n=3 1

B3t)=1-0)%=t>-3t?+3t—-1 0 3
B3(t) =3t(1—t)2 = —-3t3+3¢t i 5
B3(t) =3t?(1 —t) = —3t3 + 3t2
B3(t) =¢3
t

Rys.2. Przykladowe rodziny wielomianéw Bernsteina

Na rys.3. zademonstrowano graficzng konstrukcje dwuwymiarowe;]
krzywej Béziera 4 stopnia na podstawie funkcji x(t), y(t) utworzonych
na bazie wielomianéw Bernsteina.

N i
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Rys.3. Konstrukcja ‘

dwuwymiarowe] krzy- |

wej Béziera 4 stopnia. .
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Kolorem niebieskim zaznaczono punkty 1 tamana kontrolna, szarym
narysowane sa wykresy wielomianéw bazowych Bernsteina a czar-
nym krzywe reprezentujace funkcje wspélrzednych powstale przez
przemnozenie wspétrzednych punktéw kontrolnych przez wielomiany
Bernsteina. Liczba wierzchotkéw tamanej kontrolnej jest zawsze o je-
den wieksza od stopnia wielomianu Bernsteina i tym samym od stop-
nia krzywej Béziera.

Plaska krzywa Béziera p(t) = [x,(t),y,(t)] trzeciego stopnia,
zwang, inaczej kubiczna krzywa Béziera, zadang czterema punktami
kontrolnymi P, = (xq,¥,), ... , P3 = (x3,y3) mozna opisa¢ nastepuja-
cym ukladem réwnan:

xp(£) = ayt? + byt? + et + %

yp(t) = ayt3 + byt* 4+ ¢yt + y, (7a)
Cx = 3(x1 — Xxo),
b, = 3(x2 - xl);
Ay = X3 — Xg — Cx — by,
¢y =31 — Yo, (7b)
b, = 3(v> —y1)

ay =y3 —Yo—Cy — by

Algorytm de Casteljau

Algorytm opracowany przez Paula de Casteljau, stuzy do geometrycz-
nego wyznaczenia punktéw wielomianowe)j krzywej Béziera. Niech la-
mana kontrolna definiujaca krzywa Béziera stopnia n jest zadana
przez K =n+1 wierzchotkéw Py, P4, .., P, a parametr t €[0,1].
Liczba wierzchotkéw tamanej kontrolnej jest zawsze o jeden wieksza
od stopnia krzywej.

Aby okresli¢ punkt p(t) tej krzywej dla zadanej wartosci t trzeba
zrealizowaé szereg krokéw, podczas ktérych kazdy odcinek lamane;)
(rys.4) jest dzielony w stosunku t : (1 — t) przez umieszczenie na nim
poéredniego punktu PJ’-c spelniajgcego warunek

|P}Pf| = |PFPE ] ¢

Indeks gérny k jest numerem kroku (zero lub jego brak oznacza
punkty kontrolne) a j numerem wierzchotka w danym kroku. Osta-
tecznie wynikiem wykonania kazdego kroku jest wyznaczenie nowej
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lamanej o jeden segment i1 jeden wierzcholek krétszej. W kolejnym
kroku nowa lamana dzieli sie w ten sam spos6b 1 proces powtarzany
jest do chwili, az tamana zredukuje sie do jednego punktu p(t), ktéry
bedzie szukanym punktem krzywej Béziera dla zadanego t.

Rys.4. Algorytm de Casteljau dla krzywej Béziera 3 stopnia.

Caly proces wymagajacy wykonania n krok6w nazywa sie proce-
durg obcinania naroznikéw. Algorytm ten pozwala tez podzielié
krzywa Béziera na mniejsze fragmenty, z ktérych kazdy moze byé
traktowany osobno.

Wtasnosci krzywych Béziera

Krzywe Béziera, oprocz wymienionych juz wczesniej, posiadaja jeszcze
nastepujace wlasnosci:

1. Krzywa jest prosta wtedy i tylko, gdy jej punkty kontrolne sa
wspotliniowe.

2. Krzywa moze by¢ podzielona w dowolnych jej punktach na szereg
sekcji, z ktorych kazda tez bedzie krzywa Béziera.

3. Krzywa Béziera stopnia n > 2 moze przecinaé sama siebie lub
mieé ostrze dla niektérych uktadéw punktéw kontrolnych.

4. Punkty kontrolne nie majg charakteru lokalnego, co oznacza, ze
jakakolwiek zmiana punktu kontrolnego wymaga ponownego
przeliczenia krzywej 1 tym samym wplywa na wyglad calej krzy-
wej. Ty niemniej im dalej od zmienianego punktu kontrolnego,
tym mniejszy jest jego wplyw na przebieg krzywej.

5. Krzywa Béziera stopnia n okreS§long punktami kontrolnymi
P,,..., P, da sie zastapi¢ inna krzywa Béziera stopnia n + 1 z od-
powiednio dobranymi punktami kontrolnymi Py,..., Py 4.
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6. Niektérych krzywych np. okregu nie da sie przedstawi¢ dokladnie
za pomoca krzywych Béziera3. Tym nie mniej przy zachowaniu
pewnych warunkéw mozna je interpolowaé tancuchem potaczo-
nych krzywych stopnia n = 3 z doktadnoscia lepsza od 0.1%.

Krzywe B-sklejane

Krzywa B-sklejana s(t) stopnia n powstaje z potaczenia M krzywych
Béziera tego samego stopnia n, tak by w punktach taczenia miata miej-
sce réwno$é pochodnych laczonych segmentéw az do rzedu n — 1, tzw.
ciagloéé €™ 1. Dla przypadku najczeéciej stosowanego n = 3 ma miej-
sce ciagloéé €2, czyli ciagloéé samej krzywej (brak przerw) wynikajaca
z warunku taczenia sie segmentéw, ciagloéé pierwszej pochodnej, czyli
warunek stycznos$ci decydujacy o gtadko$ci krzywej (braku ostrzy)
1 ciagloéé drugiej pochodnej (ciagloéé krzywizny), ktora nie daje efektu
wizualnego jak poprzednie cigglosci.

Py =E, Py =E,

Rys.5. Schemat sktadania krzywej B-sklejanej z krzywych Béziera
izwiazki miedzy punktami kontrolnymi obu krzywych. Krzywe
Beziera wyr6zniono naprzemiennie kolorami czerwonym 1 niebieskim.

Wybierana zwykle warto$¢ n = 3 jest kompromisem miedzy odpo-
wiednio niska zlozonoécia obliczeniowa wymagang przy rysowaniu
1 manipulowaniu krzywymi a odpowiednio wysoka dokladnoécig re-
prezentowania krzywej interpolowane;.

Krzywa B-sklejana jest, podobnie jak krzywa Béziera, kontrolowana
lamanag sktadajaca sie z K punktéw Py, Py, ..., Px_1, zwanych punktami
de Boora, z ktérych tylko pierwszy 1 ostatni sie z nig pokrywa.
Punkty kontrolne krzywej B-sklejanej 1 krzywych Béziera, ktore
sa jej sktadowymi nie sgq tozsame. Na rys.5. pokazano relacje jakie

3 Tej wady nie maja tzw. wymierne krzywe Béziera.
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wystepuja miedzy nimi dla przypadku n = 3. Cztery kolejne punkty
kontrolne krzywych Béziera oznaczono symbolami: E; F;, G, E;.,.
Pokrycie ma miejsce tylko miedzy dwoma pierwszymi (P, = E,, P, =
F,) 1dwoma ostatnimi punktami (Px_; = Ey, Px_, = Gy_4), czyli tylko
pierwszy 1 ostatni odcinek lamanej kontrolnej krzywej B-sklejanej
pokrywa sie z odpowiednimi odcinkami tamanej kontrolnej krzywych
Béziera. Pozostale punkty kontrolne P; sa punktami przeciecia prze-
dtuzonych odcinkéw tamanej kontrolnej Béziera z segmentu poprze-
dzajacego F;_,G,;_, 1 z segmentu nastepujacego F;_,G;_; — taki dobor
jest jednoznaczny.

Analityczne przedstawienie krzywych B-sklejanych

Niech bedzie dany arbitralnie przyjety ciag liczb u; zwanych weztami
spetniajacymi warunek u; < u;.; dla 0 <i<m, gdziem=M+2n+1
a M jest liczba segmentéw krzywych Béziera. Poniewaz jest to ciag
niemalejacy, wiec niektére wezly moga sie powtarzacé 1 wtedy zwane
sgq one weztami wielokrotnymi. Wartoéci u; moga by¢ dowolne, ale zwy-
kle przyjmuje sie u, = 0 oraz u,, = 1.

Krzywa B-sklejana s(t) stopnia n okre§lona tamang kontrolng
P,,...,P, dana jest réwnaniem (8) podobnym do réwnania (1) krzywej
Béziera:

m-n-1

s(t) = Z P,NA(t) dla €€ [y ] ®)

i=0

Funkcje N*(t) zwane sa unormowanymi? funkcjami B-sklejanymi
stopnia n.

1 dla te€ [u;,uiq)
0 — i+l
Ni(©) = {0 dla t & [u;,ujs)
t—u; U; —t
N = ——— NP1 +—22 N2 dlan> 0 ©)
i Uitns1 — Uit

i+n — Wi
N'(t) =0, gdy (Wisn+1 —u) =0

Funkgcje te definiuje sie za pomoca ilorazu réznicowego obcietych funk-
cji potegowych, ale ze wzgledu na ich skomplikowana 1 nieporeczna
forme, w praktyce stosuje sie réwnowazny, rekurencyjny wzoér (9)

4 Stowo unormowane zwykle sie pomija.
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Mansfielda—de Boora—Coxa. Dla krzywej otwarte] u, =u; = =u,
oraz Upy_p = " = U1 = Up.

Wezly wielokrotne powoduja pojawianie sie ostrzy (nieciagloéé
stycznej) w krzywej B-sklejanej, co czasami moze by¢ efektem pozada-
nym. W szczegélnym przypadku po zredukowaniu liczby weztéw u;
tylko do dwéch o krotnoéci n + 1 funkcje N/™ staja sie tozsame z wielo-
mianami Bernsteina, stad krzywe B-sklejane mozna uwazaé za uogdl-
nienie krzywych Béziera.

Algorytm wyznaczania krzywej B-sklejanej trzeciego stopnia

Podana na poczatku procedura otrzymywania punktéw kontrolnych
krzywej B-sklejanej z punktow Béziera prezentuje tylko ogélna idee.
Droga w druga strone, czyli wyznaczenie punktow Béziera na podsta-
wie lamanej kontrolnej krzywej B-sklejanej, tak jak to ma miejsce pod-
czas projektowania, nie jest jednoznaczna. W przypadku krzywej B-
sklejanej 3 stopnia do otrzymania punktéw kontrolnych segmentow
Béziera (E;, F;, G;, E;,,) stosuje sie nastepujacy algorytm.

1. Najpierw wyznacza sie rosnacy ciag wezlow u;, gdzie 0 < i < moraz
m =M + 2n + 1) takich, ze u; < u;y4.

2. Nastepnie oblicza sie dtugoséci przedziatéw h; = u;,, — u; wyznacza-
nych przez wezty.

3. Kolejne punkty dla i = 0... m — 1 oblicza sie wg ponizszych zalez-

nosci:
Fo=P,
G hy p ho p dlai =0
= +
® hy+h, ' hy+h ?
hi +hiyq hi_

Fi=— " " p o4 1 p

YT iyt hithyy Y R+ Rty P dla

h; h;_{+ h; i€[l,m-—2
G=—— P +—————— P, ! |
hi_y +hi + hiyq hiy + hi + hiyq
h,,_ h,,_

F,_,= —m1 p 4 mizpwr1

hm—l + hm—Z " hm—l + hm—z

dlai=m-1
Gm-1= P

4. Po wyznaczeniu punktéw F; i G; punkty E; oblicza sie ze wzorow:

E, =P,
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hity
Eii = G+
i+1 hl + hi+1 i

Epn=Ppi

i .
F; dl €[0,m—2
hI +hi+1 i+1 a 1 [ m ]

5. Ostatecznie punkty kontrolne segmentéw Béziera wyznaczaja
czwoérki punktéw E;, F;, G, E;,, dlai € [0,m — 1].

Uwaga. Jeéli wezly u; dziela przedziat [0, 1] na r6wne czeéci (wOwczas
h; = 1/m), to taka krzywa jest okresélana jako jednorodna/rowno-
mierna (uniform). Dla krzywych jednorodnych utamki w powyzszych
wzorach upraszczajq sie 1 reprezentowane sa statymi 1/2, 1/3 1 2/3. Je-
§li wezly dzielg przedzial nier6wnomiernie, to krzywa jest nazywana
niejednorodna/nier6wnomierna (non-uniform) jak np. krzywe
NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline).

Wtasnosci krzywych B-sklejanych
Krzywe B-sklejane maja nastepujace wlasnosci:

1. Reprezentacja krzywych jest niezalezna od potozenia i orientacji
ukladu wspétrzednych, w ktérym wyrazone sg punkty kontrolne.

2. Afiniczne® przeksztalcenie krzywej realizuje sie przeksztalcajac
afinicznie tylko jej punkty kontrolne.

3. Punkty kontrolne wplywaja lokalnie na ksztatt krzywej a nie glo-
balnie jak w przypadku krzywej Béziera.

Rysowanie krzywych B-sklejanych w systemach CAD

W Solid Edge do rysowania krzywych B-sklejanych zwanych tam po
prostu krzywymi stuzy polecenie Krzywa dostepne w $rodowisku szki-
cownika. Krzywa (rys.6.) prowadzi sie podajac kolejne wezly linii in-
terpolowanej E;, ktére wg nomenklatury programu zwane sa punk-
tami edycji — to przez nie przechodzi krzywa.

Po wywolaniu polecenia w opcjach polecenia wybiera sie stopien
n krzywej. Standardowo proponowana jest warto$¢ 3, ale mozna jaq
zmienia¢ w granicach 2 — 10. Do narysowania krzywej bez wzgledu na

5 Przeksztalcenia afiniczne sa to przeksztalcenia zachowujace wsp6tliniowo§é
punktéw. Zaliczaja sie do nich: skalowanie osiowe, écinanie oraz izometrie (za-
chowujace katy) takie jak przesuniecie, obrét, jednoktadnoséé, symetrie osiowe
i érodkowe.
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jej stopien trzeba okreéli¢ co najmniej 3 punkty edycji E;. Po naryso-
waniu krzywej mozna jg edytowac 1 stuzy do tego ten sam pasek pole-
cenia, ktéry byl uzywany podczas jej tworzenia. Nie ma mozliwosci
narysowania krzywej przez podawanie tylko jej punktéw kontrolnych
P; jak to ma miejsce np. w AutoCADzie.

Rys.6. Krzywa (splajn) w
edytorze SE. E; — punkty
edycji, P; — punkty
kontrolne (de Boora)

Po zaznaczeniu krzywej ujawniane sg wszystkie punkty — kontrolne
1 edycji. Wszystkie z nich mozna przeciaga¢ w nowe polozenie zmie-
niajac w ten sposob ksztalt krzywej. Liczbe punktéw kontrolnych
mozna zmieni¢ przez zmiane stopnia krzywej w opcjach polecenia. Po
podwyzszeniu stopnia krzywa zachowuje swdj ksztatt, ale po obnize-
niu juz nie. Punkty edycji mozna dodawaé i usuwaé bez zmiany
ksztaltu krzywej. Przytrzymujac ALT mozna dodaé¢ nowy punkt klika-
jac w dowolne miejsce na krzywej inne od widocznych punktéw edycji,
albo usunaé punkt edycji klikajac w niego. Alternatywnie mozna uzy¢
przycisku paska Dodaj/Usun punkty.

Jesli oznaczy sie: K — liczba punktéw kontrolnych; n — stopien wie-
lomianu oraz W — liczba punktéw edycji, to liczba punktéw kontrol-
nych dla krzywych tworzonych w SE wynosi

K_{n+1 dlan<3
T WH4+2+4W-1)(1n-3) dlan>3

Wielko$é n + 1 jest w SE zwana rzedem funkcji sklejanej.
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Praktyczne przyktady

Spirala toroidalna

Réwnanie spirali owinietej na torusie. Spirala taka jest zakreélana
przez punkt P znajdujacy sie na obwodzie okregu o promieniu r wiru-
jacym ze stata predkoScia katowa w, 1 ktorego $rodek porusza sie po
torze kotowym o promieniu R umieszczonym w $rodku ukladu na
ptaszczyznie XY. Srodek wirujacego okregu okraza tor z predkoscig
katowa w, (wokot osi Z) a wektor w; jest styczny do toru.

& {%\\

A=

Rys. Al.

Biorac pod uwage, ze katy ¢ 1 8 sa liniowo zalezne od parametru t oraz
uwzgledniajac zaleznoéci wynikajace z rys. Al

¢ = w,t, B = wst, R'=R+rcosf
x=R'cos¢, y=R'sing, z=rsinf

réwnanie spirali owinietej na torusie wyraza sie nastepujaco

x(t) = (R + r cos w,t) cos wyt,
y(t) = (R + 7 cos wgt) sin w,t,
z(t) = rsin wgt .

Parametry w, oraz wy mozna dobraé dowolnie, ale warunkiem na to by
otrzymaé krzywa zamknieta jest wykonanie przez punkt P pewnej
liczby n pelnych obrotéw, w czasie pelnego okrazenia toru, czyli by
w;/w, = n. Dodatkowym zalozeniem bedzie znormalizowanie parame-
tru do zakresu t € [0, 1], gdzie warto$¢ 0 oznacza poczatek krzywej a 1
jej koniec. Niech Q = w,t oznacza kat zakreSlony przez $rodek rucho-
mego okregu wokot osi Z w czasie t. Jesli zalozy sie, ze kat ten jest
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osiagany dlat =1, to w, = Q a wy = n) 1 wtedy rownanie spirali o n
petnych zwojach owinietej na kacie Q obwodu kota dane jest ukladem

x(t) = (R + r cosnlt) cos t,
y(t) = (R + r cosnflt) sin Qt,
z(t) = rsinnt.

Dla wartosci Q = 27 spirala bedzie zamknieta a dla wartoéci mniej-
szych otwarta. Punkt startowy dla t = 0 jest w potozeniu (R + 1, 0,0).
Aby rozpoczaé rysowanie spirali od innego polozenia, to wszystkie wy-
stapienia nQt nalezy zastapi¢ wyrazeniem (nflt + ), a wystapienia Qt
wyrazeniem (Qt + @), gdzie ¥, ¢ € [0,2n] sa katami poczatkowymi.
Kat iy okreéla polozenie poczatkowe P na matym kole a ¢ polozenie
poczatkowe Srodka maltego kota na kole duzym. Zmiane kierunku
skrecenia spirali uzyska sie zmieniajac znaki statych wg 1 w;.

Krzywa dla toru pojazdu

Luk poziomy dla toru pojazdu sklada sie z tuku o stalym promieniu
oraz krzywych przejSciowych na poczatku 1 koncu tuku, stosowanych
w celu unikniecia gwaltownych zmian przyspieszenia od$rodkowego
proporcjonalnego do kwadratu krzywizny k = 1/r, gdzie r — promien
kota $cidle stycznego do toru w danym punkcie.

tor fukowy

krzywa

oo przejsciowa koniec

tar prosty _DI __________

poczatek f

[

Rys. A2
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W czasie przejazdu pojazdu z odcinka prostego na tuk lub odwrotnie
nastepuje skokowy przyrost lub spadek przyspieszenia odsrodkowego.
Aby tego uniknagd, stosuje sie krzywa przejéciowa (klotoida® zwana spi-
ralg Cornu lub Eulera ang. Euler spiral”) o liniowo (proporcjonalnie
do tuku) zmiennej krzywiznie. Schemat krzywej przejéciowe] przed-
stawiony jest na rys. A2. Kat zwrotu krzywej przejéciowej B, jest ka-
tem tuku o dtugoséci L/2 1 promieniu R. Parametr p wynosi:

p = L? /(6R) — R (1 —cosp).

Réwnanie parametryczne klotoidy k(t) = [x(t),y(t)] dane jest wzo-
rami catkowymi

t n.tz
x(t) = a\/Ef cos —dt
0 2
t n.tz .
y(t) = a\/EJ siant
0

Gdzie: a — wspélczynnik wyrazajacy proporcjonalno$é krzywizny k =
s / a? od dtugoéci tuku s zas$ t = s / (avm).

=1.0 =05 0.0 0.5 1.0 RyS,A3. Klotoida.

6 https://pl.wikipedia.org/wiki/Klotoida
7 https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_spiral
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Stosowane konwencje matematyczne

Symbole literowe zmiennych zapisywane sa kursywa. Czcionke pogru-
biong stosuje sie do oznaczania punktéw i1 wektoréw a niepogrubiong
do skalaréw. Wielkimi literami alfabetu tacinskiego 4,B ..., P ... ozna-
cza sie punkty przestrzeni reprezentowanymi tréjka lub para wspdt-
rzednych kartezjanskich, czyli np. A = (x4, ¥4, 24) lub P = (xp,yp). Ma-
lymi literami i czcionka pogubiong p,q,r ... oznacza sie krzywe. In-
deksy przy wspélrzednych sa nazwami punktéw lub krzywych. Ope-
racje dodawania, odejmowania 1 mnozenia sg realizowane zgodnie ze
znanymi wzorami z geometrii analitycznej, czyli

p(®) £ q(0) = [x,(0) £ x,(), ¥, (1) £ y,(0)]
ap(®) = [ax,(0),ay,®)]

Gdzie a jest liczba rzeczywista. Odcinki sg oznaczane parami symboli

punktéw zapisywanymi obok siebie np. AB, natomiast ich dlugo$é na-
wiasami prostymi np. |AB].
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